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Моделювання доплерівського сигналу, відбитого 
від безпілотного літального апарата, з використанням 
фрактальних недиференційовних функцій

Предмет і мета роботи. Проведений аналіз форми доплерівських сигналів (ДС), отриманих експериментально при 
зондуванні безпілотних літальних апаратів (БПЛА) мультироторного типу. Показано, що різні швидкості і кількість 
обертових роторів відповідають різним формам сигналів. Складна форма ДС не дозволяє записати модельні рівняння, 
використовуючи загальні закони описуваних явищ. Метою роботи є оцінка можливості емпіричного моделювання доп-
лерівських сигналів, відбитих від обертових роторів БПЛА з використанням фрактальних недиференційовних функцій.

Методи і методологія роботи. Відповідно до типової схеми емпіричного моделювання, спочатку описано отриман-
ня і аналіз експериментальних часових рядів ДС при зондуванні БПЛА. Потім визначено структуру моделі (вид функ-
цій). На третьому етапі показано методику визначення параметрів моделі (розрахунку параметрів). На останньому 
етапі проведено якісний і кількісний аналіз реальних і модельованих ДС.

Результати роботи. Розглянуто особливості використання деяких фрактальних недиференційовних функцій для 
моделювання радіолокаційних сигналів. Запропоновано модель доплерівського сигналу, відбитого від обертових роторів 
БПЛА, яка представляє суму фрактального сигналу (моделювання низькочастотної складової ДС) та модифікованої 
функції Веєрштрасса–Мандельброта (моделювання високочастотної складової ДС). Розглянуто методику вибору па-
раметрів моделі при різних швидкостях і кількості обертових роторів БПЛА. 

Висновок. Якісний і кількісний аналіз реальних ДС і ДС, отриманих з використанням запропонованої моделі, показав, 
що модель забезпечує добре узгодження особливостей форми цих сигналів. Іл. 10. Табл. 1. Бібліогр.: 14 назв.
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В останні десятиліття стрімко розвивається і 
розширюється парк безпілотних літальних апа-
ратів (БПЛА), особливо БПЛА мультиротор-
ного типу, так званих коптерів. Літальні апара-
ти такого типу вирішують різноманітні завдан-
ня, як у військовій, так і у цивільній сферах. Із 
збільшенням кількості використовуваних БПЛА 
зросли потенційні загрози від їх застосування. З 
метою впорядкування використання БПЛА в єв-
ропейських країнах вже розроблено низку пра-
вил з їх експлуатації, а в США всі власники ма-
лих БПЛА повинні їх реєструвати у Федераль-
ній авіаційній адміністрації (FAA) [1]. В Україні 
з червня 2018 року також набув чинності Тимча-

совий порядок використання повітряного прос-
тору України, в якому визначені правила і обме-
ження на польоти дистанційно пілотованих по-
вітряних суден без попереднього узгодження [2]. 
Однак для забезпечення контролю за виконан-
ням цих обмежень необхідно створити систему 
виявлення та розпізнавання БПЛА, в тому числі 
і мультироторних. Така система має містити різ-
номанітні технічні засоби, в тому числі радіоло-
каційні, зокрема доплерівські РЛС.

Основною конструктивною особливістю 
мультироторних БПЛА, яка дозволяє віднести 
їх до одного з типів, є кількість роторів. Під час 
зондування БПЛА з різною кількістю роторів 
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виникають труднощі з вибором ознак розпіз-
навання типу БПЛА та аналізом радіолокацій-
них сигналів, відбитих від них. Для досліджен-
ня особливостей таких сигналів необхідно роз-
робити моделі відбитих радіолокаційних сиг-
налів, які дозволять виявити характерні ознаки 
для розпізнавання типу БПЛА. 

У роботах [3, 4] запропоновано моделі руху 
квадрокоптерів (БПЛА з чотирма роторами), 
що враховують кінематичні і динамічні харак-
теристики та механічні процеси в системі обер-
тання ґвинтів квадрокоптера, а також алгорит-
ми формування керувальних дій. Проте на цей 
час практично відсутні роботи, що присвячені 
побудові моделей доплерівських сигналів (ДС), 
відбитих від мультироторних БПЛА. 

Експериментальне дослідження сигналів, 
відбитих від рухомих об’єктів, показує, що різ-
на складність руху відповідає різним формам 
доплерівського сигналу [5]. При цьому форма 
сигналів не є гладкою, що обумовлено особли-
востями руху частин об’єкта, а також дією за-
вад і шумів. Складна форма відбитих сигналів 
не дозволяє записати модельні рівняння, вико-
ристовуючи загальні закони явищ, що розгля-
даються. Тому доцільною є побудова моделей 
з використанням даних вимірювань спостере-
жуваних величин, які характеризують поведін-
ку об’єкта у послідовні моменти часу (створен-
ня моделей за експериментальними часовими 
рядами). Такий підхід до моделювання назива-
ється емпіричним [6], а в математичній статис-
тиці і теорії автоматичного керування – іденти-
фікацією систем [7]. У нелінійній динаміці таке 
моделювання називається реконструкцією ди-
намічних систем [8].

Мета статті – розглянути можливість емпі-
ричного моделювання ДС, відбитих від оберто-
вих роторів БПЛА, з використанням фракталь-
них недиференційовних функцій.

В основі методики моделювання ДС лежить 
принцип емпіричного моделювання, який з роз-
витком комп’ютерної техніки набуває все біль-
шого поширення. Відповідно до типової схеми 
емпіричного моделювання [6], на першому ета-
пі здійснюється отримання й аналіз експери-
ментальних часових рядів. Другий етап перед-
бачає визначення структури моделі (вигляду 
функцій, типу рівняння). Найбільш складним є 
третій етап – добирання параметрів моделі (їх 

розрахунок). На останньому етапі здійснюєть-
ся діагностична перевірка моделі. 

1. Отримання та аналіз особливостей ДС, 
відбитих від обертових роторів БПЛА. Для 
отримання доплерівських сигналів, відбитих 
від мультироторного БПЛА, було проведено 
серію експериментів, під час яких здійснюва-
лося зондування різної кількості обертових ро-
торів БПЛА і швидкості їх обертання. Доско-
нальний опис умов проведення експериментів 
і склад вимірювально-інформаційної системи, 
яка при цьому використовувалася, наведений в 
[9]. Експериментальна установка містила доп-
лерівську РЛС IPS-154 з безперервним сину-
соїдальним сигналом ( f н  24 ГГц,   12 мм), 
яка розроблена фірмою InnoSenT, персональ-
ний комп’ютер типу Notebook Samsung P29 і 
лазерний вимірювач дальності. Як об’єкт до-
сліджень використовувався БПЛА з трьома ро-
торами. У процесі проведення експериментів 
ДС з виходу РЛС записувалися у цифровій фор-
мі за допомогою аналого-цифрового перетво-
рювача (АЦП) вбудованої звукової карти пер-
сонального комп’ютера (частота дискретизації 
АЦП – f дискр  22,050 кГц, при 16-бітному кван-
туванні за рівнем). Відстань від РЛС до об’єкта 
досліджень складала 5 м. Під час експеримен-
тів були отримані ДС за умови обертання одно-
го, двох і трьох роторів. При цьому змінювала-
ся швидкість обертання роторів, яка складала 
12,5, 25 і 37,5 об/с. 

Для отриманих часових рядів ДС використо-
вувалася «віконна» обробка довгого вихідного 
сигналу, з якого «вирізалися» вибірки розміром 
210  1 024 точок. Крім того, вихідний ДС нор-
мували відносно його середнього значення. Така 
попередня обробка дозволила провести аналіз 
часових реалізацій ДС. 

На рис. 1 показано нормовані, «вирізані» 
з довгого часового ряду, ДС під час обертан-
ня одного ротора зі швидкостями 12,5 об/с (а), 
25 об/с (б) і 37,5 об/с (в), а на рис. 2 – ДС під час 
обертання двох (а) і трьох роторів (б) зі швид-
кістю 37,5 об/с. По осі абсцис (Х ) відкладено 
кількість точок записаного сигналу, а по осі ор-
динат (Y  ) – рівень ДС (число рівнів дискрети-
зації). Докладний частотно-часовий аналіз та-
ких ДС наведений у [9].

Як видно на рис. 1 та 2, характер поведінки 
ДС (його форма і частота) змінюється під час 
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збільшення швидкості обертання і кількості ро-
торів, що беруть участь в експерименті. 

Так, при збільшенні швидкості обертання ро-
тора кількість періодів ДС також збільшується, 
але збільшення періоду сигналів не збігається 
зі збільшенням швидкості, яка задається з пуль-
та керування БПЛА, а є трохи більшою. Також 
на рис. 1 видно, що із збільшенням швидкості 
обертання ротора спостерігається зсув право-
руч другого максимуму ДС.

У випадку зондування двох і трьох роторів 
БПЛА (рис. 2) форма ДС також змінюється. Так, 
при зондуванні двох роторів максимуми ДС роз-
поділяються на дві складові, а трьох – на три.

Необхідно зазначити, що в сигналах, які були 
отримані експериментально, добре видно низь-
кочастотну (обумовлену швидкістю обертан-
ня і кількістю роторів) та високочастотну (обу-
мовлену впливом фону і вібраціями роторів під 
час обертання) складові. 

Таким чином, аналіз ДС під час зондування 
обертових роторів БПЛА показує, що вони ма-
ють складну форму і моделювання таких сиг-
налів шляхом формування диференціальних 
рівнянь неможливе. 

2. Визначення структури моделі (моделюю-
чої функції). Розглянемо можливість викорис-
тання фрактальних недиференційовних функ-
цій (ФНФ) для моделювання складної поведін-
ки ДС, відбитих від БПЛА. 

Функцію ( )y f x  називають фрактальною, 
якщо її графіком є фрактальна множина, тоб-
то функція ( )y f x  фрактальна, якщо існує 
значення функції 0 ,y  яке є образом фракталь-
ної множини точок. При цьому фрактальна 
функція тісно пов’язана з її диференціальними 
властивостями [10]. 

Найбільш відомими серед класичних ФНФ 
є функції Больцано, Рімана, Ханкеля, Веєр-
штрасса, Дарбу [10]. Функції Больцано і Хан-
келя за своєю структурою не дозволяють моде-
лювати сигнали радіолокаційних засобів. Роз-
глянемо особливості побудови деяких ФНФ, 
які можуть бути використані для моделювання 
сигналів.

Вираз для функції Рімана, яка не має кінце-
вої похідної в жодній точці, має вигляд [10]:

2

2
1

sin( ) ,
N

n

n xf x
n

   (1)

Рис. 1. Доплерівські сигнали, що відповідають обертан-
ню одного ротора зі швидкістю 12,5 об/с (а), 25 об/с (б) 
і 37,5 об/с (в)
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Рис. 2. Доплерівські сигнали, що відповідають обертанню 
двох (а) і трьох (б) роторів зі швидкістю 37,5 об/с
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де х – ірраціональне або раціональне число; 
N – кількість складових, що входять у функцію, 
n  1, …, N. 

За умови N  1 функція Рімана являє собою 
звичайну синусоїду з одиничною амплітудою. 
Зі збільшенням N ступінь порізаності функ-
ції збільшується. Ці зміни більше виявляють-
ся на невеликих значеннях (N  10). При біль-
шій кількості складових порізаність функції 
візуально не змінюється. Таким чином, функ-
ція Рімана може бути використана для моде-
лювання синусоїдальних сигналів за наявнос-
ті незначних спотворень. Однак у цій функції 
можна варіювати тільки двома параметрами – 
кількістю періодів сигналу (х) і кількістю скла-
дових (N), що не дозволяє моделювати великий 
клас сигналів.

Функція Дарбу має такий вигляд [10]: 

 
1

sin ( 1)!
( ) ,

!

N

n

n x
f x

n

 
    (2)

де х, n та N відповідають позначенням у вира-
зі (1).

Порівняння виразів (1) і (2) показує, що ці 
ФНФ відрізняються лише операціями, які про-
водяться з кількістю складових функцій (підне-
сення у квадрат у виразі (1) і факторіал у ви-
разі (2)). Характер порізаності функції Дарбу 
із зростанням N такий же, як у ФНФ Рімана. 
Однак її форма відрізняється від форми функ-
ції Рімана. При моделюванні синусоїдальних 
сигналів з використанням функції Дарбу також 
можливе варіювання тільки двома параметра-
ми (х і N ), що обмежує задання можливих умов 
модельованої дії.

Функцію Веєрштрасса, яка не має похідної 
в жодній точці, подають у такому вигляді [10]:

1
( ) cos( ),

N
n n

n
f x a b x


   (3)

де а – коефіцієнт масштабування нерівностей 
(0  a  1); b  1 – параметр частотного масш-
табування; N – кількість складових, що входять 
у функцію. 

Для побудови цієї функції спочатку береть-
ся косинусоїда 1( ) cos( ).f x a b x  Потім на 
цю косинусоїду накладається ще одна із під-
несеними у квадрат значеннями а і b. Оскіль-
ки 0 < a < 1, а b > 1, то амплітуда косинусої-

ди зменшується, а частота зростає порівняно 
з 1( ).f x  Потім додається ще косинусоїда з мен-
шою амплітудою і більшою частотою і т. д. У 
результаті створюється нескінченно порізана 
крива. Вона має властивість самоподібності, 
тобто її частина подібна до цілого. 

Для опису форми флуктуацій (порізаності) 
цієї функції часто використовують фрактальну 
розмірність D, яка пов’язана з коефіцієнтом а 
виразом 1 .D a   При значеннях D, близьких 
до 1, функція ( )f x  гладка; при збільшенні зна-
чення від 1 до 2 можна отримувати різні фрак-
тальні функції. Параметр частотного масшта-
бування b також значно впливає на поведінку 
цієї функції. 

Наявність у функції Веєрштрасса чотирьох 
змінних параметрів (х, N, а і b) дозволяє значно 
розширити можливості моделювання сигналів 
з різними характеристиками. 
Побудова функції Веєрштрасса–Мандель-

брота. Однією з відомих ФНФ, у побудові якої 
бере участь фрактальна розмірність D, є функ-
ція Веєрштрасса–Мандельброта ( ),W x  яка ви-
значається співвідношенням [11]:

 
(2 )

1
( ) .

n
nj b x j

D n
n

e e
W x

b







 





  (4)

Параметр b у функції ( )W x  визначає, яку час-
тину кривої видно, коли аргумент x змінюється 
в заданому інтервалі. Фрактальна розмірність D 
має змінюватися в діапазоні 1  D  2, а n  
є довільною фазою. 

Косинусною ФНФ Веєрштрасса–Мандель-
брота називається дійсна частина функції 

( )W x  [11]:
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Для побудови кривих цю функцію обмежу-
ють за n і досліджують вплив інших параметрів 
на її форму. 

Обмежена функція Веєрштрасса–Мандель-
брота може використовуватися для моделюван-
ня деяких видів випадкових сигналів та дозво-
ляє моделювати сигнали у великому діапазоні 
їх характеристик. 

Для рішення практичних завдань, зокрема 
для моделювання поверхонь, використовують 
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модифіковану ФНФ Веєрштрасса–Мандельбро-
та, в яку додаються параметри, що дозволяють 
змінювати її амплітуду, частоту і фазу [12]: 

 
1

0
( ) (1 ) sin 2 ,

N
n n

n
n

f x C D K b x 



     (6)

де С – коефіцієнт контролю амплітуди; N – 
кількість складових; D – фрактальна розмір-
ність; K – просторове хвильове число; b – пара-
метр частотного масштабування; n  – довіль-
на фаза. 

Модифіковану ФНФ Веєрштрасса–Мандель-
брота також використовують в іншому вигля-
ді [13]:
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У цьому випадку коефіцієнт контролю амп-
літуди С дозволяє змінювати величину амплі-
туди ФНФ, просторове хвильове число K за-
безпечує зміну частоти ФНФ, а вибір ступеня 
її порізаності здійснюється добором кількос-
ті складових функції N, фрактальної розмірнос-
ті D і параметра частотного масштабування b. 
Довільна фаза n  ФНФ обирається залежно 
від заданих початкових умов. Можливість змі-
ни цих параметрів дозволяє моделювати різні 
флуктуації сигналу. Вирази (6) і (7) у процесі 
моделювання дають близькі результати, якщо 
під знаком суми стоять однакові функції (sin 
або cos) з однаковими параметрами. Розглянуті 
вище функції найбільш ефективні при моделю-
ванні високочастотних (шумових або завадо-
вих) складових сигналу. 
Формування фрактальних сигналів. Поря-

док формування фрактальних сигналів (ФС) 
докладно описаний у [14]. Для побудови ФС 
використовується правило, яке засноване на 
властивостях ФНФ і враховує самоподібність 
та гіперболічність опорних коливань. Це пра-
вило визначається виразом:
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( )( ) ,
N n

n n
n

F k xF x
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де 0( )F x  – функція, що описує опорне коливан-
ня; k – коефіцієнт подібності (коефіцієнт мас-
штабування); N – кількість коливань, які беруть 
участь у формуванні ФС. 

З виразу (8) видно, що коефіцієнт масштабу-
вання параметрів опорного коливання однако-
вий (коефіцієнт стиснення дорівнює коефіцієн-
ту розтягування). Залежно від вибору вигляду 
функції опорного коливання 0( ),F x  вираз (8) 
описує ФС на основі гармонічного коливання 
(косинусоїдального чи синусоїдального) або 
коливань з кутовою модуляцією. Для побудови 
ФС з використанням опорного синусоїдально-
го коливання його можна представити виразом:
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де N – кількість функцій, що використовують-
ся для формування сигналу; 0U  – амплітуда 
опорного коливання; k – коефіцієнт подібності; 

0 0,f   – початкові частота і фаза синусоїдаль-
ної функції. Зміна амплітуди 0,U  початкових 
частоти 0f  і фази 0  дозволяє обирати необ-
хідні характеристики опорного (синусоїдаль-
ного) коливання, збільшення кількості складо-
вих N забезпечує формування більш складного 
ФС, а зміна коефіцієнта подібності k приводить 
до зміни форми сигналу. 

В основу побудови як класичних ФНФ, так 
і ФС, покладено гіпотезу самоподібності, що 
допускає нескінченну серію вкладень один в 
одного однакових (гомеоморфних) об’єктів. 

Проведений аналіз ФНФ показав, що моде-
лювання низькочастотної складової ДС доціль-
но проводити з використанням фрактального 
сигналу, а високочастотної – на базі модифіко-
ваної функції Веєрштрасса–Мандельброта. Ре-
зультуюча модель доплерівського сигналу, від-
битого від обертових роторів БПЛА, являтиме 
собою суму цих функцій:
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Позначення змінних наведені вище у форму-
лах (6) і (9).

3. Визначення параметрів моделі допле-
рівського сигналу. Розглянемо методику ви-
бору параметрів моделі на прикладі ДС при 
обертанні одного ротора БПЛА зі швидкістю 
12,5 об/с (рис. 1, а), оскільки найважче здійсни-
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ти емпіричне моделювання ДС для невеликих 
швидкостей обертання роторів. Як уже було за-
значено, цей сигнал має низку особливостей. 
На часовій реалізації ДС виявляються два по-
слідовні максимуми сигналу, перший приблиз-
но удвічі більше за другий, а також спостеріга-
ються по два додаткові максимуми (праворуч і 
ліворуч від основних піків).

Визначимо розмір часової вибірки, яка має 
відповідати довжині отриманого експеримен-
тально сигналу (часового ряду). У цьому ви-
падку це 1 024 точки часового ряду. Далі виби-
раються параметри низькочастотної складової 
ДС. У якості такого сигналу пропонується ви-
користовувати синусоїдальний або косинусо-
їдальний ФС, що описується виразом (9). Цей 
сигнал має бути узгоджений за амплітудою і 
частотою з ДС, отриманим експериментально, 
що забезпечить відповідність форми модельо-
ваного ДС реальній. Форму ФС можна зміню-
вати шляхом вибору параметрів N, k і 0 .  При 
невисоких швидкостях обертання ротора час-
тоту опорного коливання ФС необхідно обира-
ти удвічі вищу, а амплітуду удвічі меншу, ніж 
частота і амплітуда максимальних піків ДС, от-
риманого експериментально. На рис. 3 наведе-
но синусоїдальний ФС з початковими парамет-
рами: N  2; k  5; 0U  15,0; 0f  7,1; 0  0,0.

Як видно на рис. 3, ФС визначає загальну 
поведінку модельованого сигналу – його періо-
дичність і деякі особливості форми. 

На рис. 4 показаний результат добору амп-
літуди, частоти і форми ФС (товста крива) на 
фоні реального ДС (тонка крива).

На рис. 4 видно, що частота ФС (7 періодів) 
в два рази більша за частоту ДС (3,5 періоду), 
а амплітуда ФС (20 рівнів) удвічі менша від 
максимального значення ДС (44 рівні). Пара-
метри N  2 і k  5 ФС обрані так, щоб врахува-
ти особливості форми реального ДС (один ос-
новний і два бічних максимуми).

Для моделювання високочастотних складо-
вих ДС пропонується використовувати модифі-
ковану функцію Веєрштрасса–Мандельброта, 
яка описується виразом (7). При цьому коефі-
цієнт контролю амплітуди С і просторове хви-
льове число K спочатку вибирають в два рази 
менше, ніж амплітуда опорного коливання ФС 

0U  і його частота 0 .f  Такий вибір цих пара-
метрів забезпечує зменшення максимумів амп-

літуди парних і збільшення максимумів амплі-
туди непарних періодів ФС, що характерно для 
ДС на невисоких швидкостях обертання рото-
ра. Потім, у разі потреби, параметри С і K ко-
ректуються залежно від параметрів ДС, отри-
маного експериментально. Для цього також 
може змінюватися довільна фаза .n  Ступінь 
порізаності модельованого ДС забезпечується 
добором числа складових функції 1,N  фрак-
тальної розмірності D і параметра частотного 
масштабування b. 

На рис. 5 показано синусоїдальну модифі-
ковану функцію Веєрштрасса–Мандельброта 
з початковими параметрами: С  7,5; 1N  6; 
K  3,67; b  1,04е (е  2,71828); D  1,85; n  0,0.

Рис. 3. Фрактальний сигнал (N  2; k  5; U 0  15,0; f 0  7,1; 
 0  0,0)
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Рис. 4. До вибору амплітуди, частоти і форми ФС
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Рис. 5. Модифікована функція Веєрштрасса–Мандельбро-
та (С  7,5; N 1  6; K  3,67; b  1,04е; D  1,85;  n  0,0)
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На рис. 5 видно, що при обраних параметрах 
функція Веєрштрасса–Мандельброта достат-
ньо точно описує ступінь порізаності модельо-
ваного ДС. 

На рис. 6 показано модельований ДС за умо-
ви обертання одного ротора БПЛА зі швидкістю 
12,5 об/с, який був отриманий з використанням 
виразу (10) і обраних параметрів ФС та ФНФ.

Результати моделювання (рис. 6) відобража-
ють характерні особливості реального ДС, отри-
маного експериментально, його амплітуду, час-
тоту, порізаність і форму (див. рис. 1, а), але не 
є його точною копією.

Розглянемо результати вибору параметрів 
моделі для інших швидкостей обертання і кіль-
кості роторів. Якщо швидкість обертання рото-
ра збільшується удвічі (до 25 об/с), число пе-

ріодів ДС збільшується до шести (див. рис. 1, б). 
Це дещо більше, ніж у два рази, порівняно з ДС на 
швидкості 12,5 об/с. Також спостерігається змі-
на форми ДС, зокрема, другий максимум (пар-
ні періоди) зміщується праворуч. 

Низькочастотну складову такого сигналу мож-
на побудувати на базі косинусоїдального ФС за 
таких параметрів: N  3; k  3; 0U  18,0; 0f 
 5,8; 0  – 0,36. У цьому випадку частоту опор-
ного коливання ФС обирають так, щоб забез-
печити моделювання шести періодів ДС. Вибір 
коефіцієнта подібності k  3 і початкової фази 

0  – 0,36 дозволяє врахувати зсув праворуч 
другого максимуму модельованого ДС.

Для моделювання високочастотної складової 
ДС використовується синусоїдальна модифіко-
вана функція Веєрштрасса–Мандельброта. У 
цьому разі коефіцієнт контролю амплітуди оби-
рають рівним С  7,0, який в сумі з амплітудою 
ФС забезпечує моделювання амплітуди ДС. На 
відміну від розглянутого вище випадку (обер-
тання одного ротора зі швидкістю 12,5 об/с), 
просторове хвильове число K  11,7 обирають 
не менше, а більше в два рази, ніж частота опор-
ного коливання ФС 0f  5,8. Це обумовлено 
тим, що частота ФС відповідає частоті вихідно-
го ДС, а не в два рази менша, як це було у випад-
ку моделювання ДС при обертанні одного ро-
тора зі швидкістю 12,5 об/с. Фаза ФНФ вибра-
на 1n  0,0. Ступінь порізаності модельовано-
го ДС забезпечується добором кількості скла-
дових функції 1N  6, фрактальної розмірності 
D  1,85 і параметра частотного масштабування 
b  1,086е. 

На рис. 7, а показано модель ДС у випадку 
обертання одного ротора БПЛА зі швидкістю 
25 об/с, яку було побудовано з використанням 
виразу (10) і обраних параметрів ФС і ФНФ.

Візуальне порівняння сигналів на рис. 1, б і 
7, а показує, що на обраних параметрах ФС і 
ФНФ модель ДС добре описує складність фор-
ми реального ДС. Однак отриманий у результа-
ті моделювання ДС не є копією вихідного ДС, 
а лише описує особливості реального сигналу. 

На рис. 7, б показано модель ДС у випадку 
обертання одного ротора БПЛА зі швидкістю 
37,5 об/с, яку було побудовано з використанням 
виразу (10). Для цього були обрані такі параме-
три моделі. У якості низькочастотної складової 
був вибраний косинусоїдальний ФС з параме-

Рис. 6. Модель ДС у випадку обертання одного ротора 
БПЛА зі швидкістю 12,5 об/с
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Рис. 7. Моделі ДС у випадку обертання одного ротора 
БПЛА зі швидкістю 25 об/с (а) і 37,5 об/с (б)
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трами N  2, k  2, 0U  15,0, 0f  7,5, 0  0,47. 
Вибір таких параметрів ФС дозволив враху-
вати ще більший зсув праворуч другого макси-
муму ДС. 

Складність форми модельованого сигналу 
(високочастотна складова ДС) забезпечувала-
ся такими параметрами модифікованої функції 
Веєрштрасса–Мандельброта: С  7,0; 1N  6; 
K  15,0; b  1,08е; D  1,85; 1n  0,0. Як і при 
моделюванні ДС у випадку обертання одного 
ротора зі швидкістю 25 об/с, просторове хви-
льове число K  15,0 обрано удвічі більшим, 
ніж частота опорного коливання ФС 0f  7,5, а 
ступінь порізаності сигналу забезпечувався до-
бором 1 ,N  D і b.

Аналіз сигналів на рис. 1, в і рис. 7, б пока-
зує, що обрані параметри моделі ДС дозволя-
ють відобразити особливості складної форми 
реального ДС. 

Розглянемо результати вибору параметрів 
моделі при збільшенні кількості роторів, що 
обертаються зі швидкістю 37,5 об/с. Як уже 
було зазначено, максимуми ДС у випадку обер-
тання двох роторів розподіляються на дві ча-
стини. Для моделювання цієї особливості сиг-
налу використовувався синусоїдальний ФС з 
параметрами N  3, k  2, 0U  20,0, 0f  8,1, 

0  –1,52. Вибір числа складових N  3, ко-
ефіцієнта подібності k  2 і початкової фази 

0  –1,52 дозволив змоделювати розділення 
максимумів ДС.

Використання модифікованої функції Веєр-
штрасса–Мандельброта з параметрами С  9,0, 
N1 = 6, K  4,1, b  1,094е, D  1,85, 1n  0,0 
дозволило змоделювати порізаність ДС. Про-
сторове хвильове число K  4,1 обрали удвічі 
меншим, ніж частота опорного коливання ФС 

0f  8,1.
На рис. 8, а показано модель ДС у випадку 

обертання двох роторів БПЛА зі швидкістю 
37,5 об/с, яка побудована з використанням ви-
разу (10) і обраних параметрів ФС та ФНФ.

Як видно на рис. 8, а, змодельований ДС ві-
дображає основні особливості реального ДС 
(див. рис. 2, а). 

Збільшення числа обертових роторів до 
трьох приводить до появи третьої складової в 
максимумах ДС. Цю особливість сигналу до-
зволяє змоделювати сума синусоїдального ФС з 
параметрами N  2, k  6, 0U  20,0, 0f  7,7, 

0  – 0,96, а також модифікованої функції 
Веєрштрасса–Мандельброта з параметрами 
С  7,0, N1 = 7, K  23,1, b  0,52е, D  1,85, 

1n  0,0. У процесі моделювання такого ДС 
виявилися деякі особливості вибору параме-
трів ФНФ. Так, просторове хвильове число 
K  23,1 обиралося втричі більшим, ніж часто-
та опорного коливання ФС 0f  7,7. Крім того, 
щоб урахувати характер порізаності ДС, па-
раметр частотного масштабування b обирався 
менше 1,0е (b  0,52е). Вибір решти параметрів 
не відрізнявся від описаних вище.

На рис. 8, б показано модель ДС у випад-
ку обертання трьох роторів БПЛА зі швидкі-
стю 37,5 об/с, яка побудована з використанням 
виразу (10) і обраних параметрів ФС та ФНФ. 
Змодельований сигнал дозволяє описати особ-
ливості форми реального ДС (див. рис. 2, б). 

На етапі діагностичної перевірки моделі 
здійснювалося порівняння форми ДС, отрима-
ного експериментально, і модельованого сиг-
налу (якісна оцінка), а також порівняння вели-
чин фрактальних розмірностей, які характери-
зують складність (порізаність) їх форми (кіль-
кісна оцінка).

Якісний аналіз реальних і модельованих сиг-
налів показав, що запропонована модель забез-

Рис. 8. Моделі ДС у випадку обертання двох (а) і трьох (б) 
роторів БПЛА зі швидкістю 37,5 об/с
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печує добре узгодження особливостей форми 
сигналів, що порівнювалися.

Результати розрахунків фрактальних розмір-
ностей (ФР) реальних і модельованих ДС наве-
дено в таблиці.

Аналіз наведених у таблиці даних показує, 
що величини ФР реального і модельованих ДС 
відрізняються в межах від 0,003 до 0,009; це 
свідчить про високу достовірність запропоно-
ваної моделі. Необхідно зазначити, що із збіль-
шенням швидкості обертання одного ротора 
ФР модельованого сигналу збільшується, як і у 
реального ДС. Із збільшенням числа обертових 
роторів порізаність ДС зменшується і зменшу-
ється величина ФР модельованого сигналу.

Висновки. Аналіз доплерівських сигналів, 
отриманих експериментально, показав, що різ-

ні швидкості і кількість обертових роторів від-
повідають різним формам таких сигналів. У 
зв’язку з тим, що форма ДС є складною, то за-
писати модельні рівняння з використанням за-
гальних законів описуваних явищ неможливо. 
Для побудови моделей таких сигналів доцільно 
застосовувати емпіричне моделювання. Моде-
лювання особливостей складних радіолокацій-
них сигналів можна здійснювати за допомогою 
фрактальних недиференційовних функцій. 

Запропоновано модель доплерівського сиг-
налу, відбитого від обертових роторів БПЛА, 
яка складається з суми фрактального сигна-
лу (для моделювання низькочастотної складо-
вої ДС) і модифікованої функції Веєрштрасса–
Мандельброта (для моделювання високочас-
тотної складової ДС). 

Розглянуто методику вибору параметрів мо-
делі при різних швидкостях і кількості оберто-
вих роторів БПЛА. 

Виконано якісний і кількісний аналіз реаль-
них і модельованих ДС, який показав, що запро-
понована модель забезпечує добре узгодження 
особливостей форм таких сигналів. Проведені 
дослідження надалі можуть бути використані 
під час розпізнавання типу БПЛА. 
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Кількість роторів, 
швидкість їх 

обертання
ФР

реального ДС
ФР 

модельованого 
сигналу

1 ротор, 12,5 об/с 1,639 1,635
1 ротор, 25 об/с 1,644 1,653
1 ротор, 37,5 об/с 1,657 1,662
2 ротори, 37,5 об/с 1,635 1,628
3 ротори, 37,5 об/с 1,622 1,619
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MODELING OF DRONE-REFLECTED DOPPLER SIGNALS USING FRACTAL NONDIFFERENTIABLE FUNCTIONS

Subject and Purpose. The paper gives analysis to the waveforms of Doppler signals experimentally measured during the 
sounding of multirotor drones. Various velocities and numbers of the revolving rotors change Doppler signal waveforms. Also, 
these waveforms are not simple enough to take advantage of general laws of the examined phenomena and write the model 
equations immediately. In the present work, we seek to check capabilities of fractal nondiff erentiable functions as to the empirical 
modeling of Doppler signals refl ected from the revolving rotors of the drone.

Methods and Methodology. In accordance with the standard manner of empirical modeling, we begin with the measurement 
and analysis of experimental temporal rows of Doppler signals obtained during the drone sounding. On this basis, the model 
structure (type of the functions) is determined. Then a turn comes of the procedure of the model parameter calculation. Finally, 
the actual and simulated Doppler signals are analyzed in qualitative and quantitative terms. 

Results. The characteristic features of some fractal nondiff erentiable functions have been considered for their adoption in 
the radar signal modeling. The Doppler signal refl ected from the revolving rotors of the drone has been represented as a sum 
of the fractal signal (modelling the low-frequency component of the Doppler signal) and the Weierstrass-Mandelbrot modifi ed 
function (modelling the high-frequency component of the Doppler signal). The procedure of the model parameter choice has 
been examined at various speed values and numbers of the revolving rotors of the drone.

Conclusion. The qualitative and quantitative analyses given to the measured and simulated Doppler signals validate the 
model we have suggested and show that the model provides a good agreement between the waveform features of the measured 
and simulated signals.

Key words: Doppler signal, multirotor drone, Doppler signal model, fractal signal, fractal nondiff erentiable function.


